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Některé z následuj́ıćıch př́ıklad̊u jsou řešené v Pr̊uvodci labyrintem algoritmů. Body dávám za srozumitelné
předneseńı řešeńı ostatńım.

1. Je-li x reálný vektor z Rn, jeho Fourier̊uv obraz y = F (x) je antisymetrický: yj = yn−j pro všechna j.
(Připomı́náme, že vektory indexujeme modulo n, takže yn = y0.)

2. Dokažte ”inverzńı” tvrzeńı k předchoźımu úkolu: DFT antisymetrického vektoru je vždy reálná.

3. V daľśıch úlohách zvolme pevné n a ω = e2πi/n. Označ́ıme ek, sk a ck vektory źıskané navzorkováńım
funkćı e2kπix, sin(2kπx) a cos(2kπx) (komplexńı exponenciála, sinus a cosinus s frekvenćı k) v n bodech
intervalu [0, 1).

Ukažte, že Fourier̊uv obraz vektor̊u ek, sk a ck vypadá pro 0 < k < n/2 následovně:

• F (ek) = (0, . . . , 0, n, 0, . . . , 0),

• F (sk) = (0, . . . , 0, n/2i, 0, . . . , 0,−n/2i, 0, . . . , 0),

• F (ck) = (0, . . . , 0, n/2, 0, . . . , 0, n/2, 0, . . . , 0),

přičemž prvńı vektor má nenulu na pozici n− k, daľśı dva na pozićıch k a n− k.

Zat́ımco vztah pro F (ek) funguje i s k = 0 a k = n/2, siny a cosiny se chovaj́ı odlǐsně: s0 i sn/2 jsou nulové
vektory, takže F (s0) a F (sn/2) jsou také nulové; c0 je vektor samých jedniček s F (c0) = (n, 0, . . . , 0) a
cn/2 = (1,−1, . . . , 1,−1) s F (cn/2) = (0, . . . , 0, n, 0, . . . 0) s n na pozici n/2.

4. Pro každý x reálný vektor z Rn existuj́ı reálné koeficienty α0, . . . , αn/2 a β0, . . . , βn/2 takové, že:

x =

n/2∑
k=0

αkc
k + βks

k

Tyto koeficienty jdou nav́ıc vypoč́ıst z Fourierova obrazu

y = F (x) = (a0 + b0i, . . . , an−1 + bn−1i)

takto:

α0 = a0/n,

αj = 2aj/n pro j = 1, . . . , n/2,

β0 = βn/2 = 0,

βj = −2bj/n pro j = 1, . . . , n/2 − 1

5. Konvoluce vektor̊u x a y je vektor z = x ∗ y takový, že zj =
∑
k xkyj−k, přičemž indexujeme modulo

n. Tuto sumu si můžeme představit jako skalárńı součin vektoru x s vektorem y napsaným pozpátku a
zrotovaným o j pozic. Konvoluce nám tedy řekne, jak tyto ”přetočené skalárńı součiny” vypadaj́ı pro
všechna j. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti:

a) x ∗ y = y ∗ x (komutativita)

b) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z (asociativita)

c) x ∗ (αy + βz) = α(x ∗ y) + β(x ∗ z) (bilinearita)

d) F (x ∗ y) = F (x) � F (y), kde � je součin vektor̊u po složkách. To nám dává algoritmus pro výpočet
konvoluce v čase Θ(nlogn).
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